Funkcje parzyste i nieparzyste

Definicja 1
Funkcja y = f(x) jest parzysta jesli A\ f(z) = f(—x) (osig symetrii wykresu jest 0§ Oy).
zeD
Definicja 2
Funkcja y = f(x) jest nieparzysta jesli /\ f(x) = —f(—x).
zeD

Lub réownowaznie Aycp f(—z) = —f(x). (Punktem symetrri wykresu jest punkt (0,0)).

'l..‘

y=x°

P na powyzszym rysunku oznacza funkcje parzysta a N funkcje nieparzysta.

Ciagi liczbowe

Definicja 3
Ciaggiem liczbowym nazywamy funkcje a,: N — R

Przyktady
1. a, = % jest to ciag postaci: 1 % %

2. a, = "t jest ciggiem postaci: 2 2 3 ...

Monotonicznosé ciggow

1. {an}jest malejacy jesli A\ an > an
neN

2. {a,}jest nierosnacy jesli A\ an > an
neN

3. {a,} jest rosnacy jesli /\ Qp < Qpiq
neN

4. {a,}jest niemalejacy jesli /\ ap < Gpgt
neN



Granica ciggu liczbowego

Definicja 4

lim a, =g < AV A la—gl<e
e>0 N. n>N¢

Przyktad
Zastosujemy definicje granicy ciggu do wykazania, ze granica ciggu a,, = % jest liczba 0

- 0.

Dowdd
Niech bedzie € > 0. Szukamy takiego N. aby dla n > N, byto ’% = 0‘ = ’%‘ < e.
Jesli ma by¢ = < e, to mamy n > %. Poniewaz n € N, to przyjmujemy N, = [1] + 1.

Obliczmy granice lim,, . %5

Mamy a, = 25, n=1,2,3,...
100

| 2 _ 50 _
Czyliay =5, aa =5, ... as0 = 27, - Q100 = 17
Wida¢, ze im wiekszy numer wyrazu ciggu, tym warto$é jest blizsza jednosci.

Udowodnimy, ze:
n

lim =1
n—co 4 1

Dowdéd

Niech bedzie dane € > 0. Szukamy N, takiego, by ‘#1 — 1’ < ¢ dla wszystkich n > N..
n | _ |n—n=1| _ 1

Mamy‘m‘—‘ | )_TH<€

1 Tea 5 1 1
Stad z -7 <& wynika, ze n +1 > 2 zatemn > 2 — 1.
Poniewaz n € N, wiec przyjmujemy N, = [ﬂ +1—-1= [l}

€

. . . . 4 . Wl(n)
Obliczanie granic wyrazen postaci Waln)

Przez W (z) rozumiemy wyrazenie:

ap + a1z + asz® + ...+ ap_12"t + apa”

czyli wielomian n-tego stopnia wzgledem zmiennej n.

Przyktady
n n 1
1. lim = —— = lim =1
ol Tt 1+ %
2. lim = n 7”;) — 2 -1
n—oo n2 4 n—>oo%+ﬁ n—»ool_}_F



m:47 . 24T 24T 9
: 2 = e < 11— 5
n—oo3n? + 11 noeogn? f 1L s34 IL T3

Fakt 1
Ciag a, = (1 + %) jest rosnacy i ograniczony. Posiada on granice e. To znaczy:

1 n
lim <1 + > =e
n—oo n

Zachodzi takze ogdlniejszy zwigzek:

1\%
lim (1 + ) =e
Ay — 00 an,

Twierdzenie 1
Kazdy ciag monotoniczny i ograniczony jest zbiezny, tzn. posiada granice.

Na podstawie twierdzenia pierwszego tatwo wykazac, ze ciag a, = % posiada granice bo
jest malejacy 1 ograniczony przez zero z dotu. Podobnie tatwo wykazac, ze ciag a, = ;5
posiada granice bo jest rosnacy i ograniczony z gory przez jedynke. Zatem na mocy twier-
dzenia 1 oba te ciagi sa zbiezne.

Arytmetyka granic ciggow

lim a, + nhngo b, = nlirgo(an +b,)

n—oo

(Jim an)(lim b,) = lim (anbn)
lim a, . an\ . ..
iy, = i (57 3o Jim b, # 0

Granica funkcji w punkcie

Definicja 5 (Cauchy)

lim f(x) =g < AV Ale—z| <5 |f(x) gl <

o 504,

Definicja 6 (Heine)

lim f(z) =g <= N\ @, —z0= f(z,) >y

T—x0
Tn EDf

Dla dowolnych wartosci « € (z¢ — 0, ¢ + 0) wartosé funkeji f(x) € (9 —¢e,9 +¢)




Przyktad
lirq(2x+5):2*1+5:7
2

Wyrazenie lim1 typu {%} obliczamy nastepujaco:

r—1
2_q )@+l
im &L gy T DEED i) o
z—11 ¢ — 1] z—1 r—1 x—1

Granice typu [%}

Y

Funkcja jest okreslona jak pokazuje rysunek:

/ R T

‘Io//

3
P ™) %@.}-2
_l* ' =
VL X
‘e@‘\}"ﬂl"“— w A

Wtedy hI{{ f(z) = 1 za$ lir?Jr f(z) = 3. Zatem granica nie istnieje, bo granica lewo-

stronna ma inna warto$¢ niz granica prawostronna. (Przy okazji funkcja nie jest ciagla w
punkcie 1.
Ciggtos¢ funkeji w punkcie

Definicja 7

Funkcja f(z) jest ciagta w punkcjie zo wtedy i tylko wtedy, gdy jest okreslona w tym
punkcie (czyli ma wartosé dla xg) oraz granica w tym punkcie istnieje i jest rowna warto-
Sci funkcji. Inaczej méwiac istnieje f(xg) oraz a:h—g;lo f(z) = f(xo)

Zadanie

dl >1
Dana jest funkcja f(z) = { voda

—r4+a da z<1
Dla jakiej wartosci a funkcja f jest ciagta w kazdym punkcie x € R?



Wida¢ z rysunku, ze ciaglo$¢ bedzie dla kazdego x € R gdy —x+a dla z = 1 bedzie miato
wartos¢ 1. Czyli —1+a =1, skad a = 1.

Jakie funkcje sg ciggle?

a) Wielomiany dowolnego stopnia (liniowe, kwadratowe itd.)
b) funkcje trygonometryczne sinz i cos

¢) funkcja logz i a®

d

) Ve

Pochodna funkcji w punkcie

Definicja 8
Pochodna funkcji f(z) w punkcie x = 2y nazywamy granice (ilorazu réznicowego)

o @) = flw)

e A

!/
= ['(xo)
Czasem mozna w literaturze spotka¢ inne sformutowanie postaci ilorazu réznicowego np:

lim f(zo+h) — f(xo)

h—0 h

= ['(20)

Albo jeszcze inna postaé gdzie zamiast h mamy Az. Wtedy mamy postac:

f(xo + Az) — f(x0)

. ol

Jim A = ['(xo)
Wzory na pochodne funkcji
1.(¢))=0 11. (log, z)' = ——
2. (z) =1 12. (tgz) = —5
3. (x?) =2z 13. (ctga) = — —r
4. (z") = na™ ! 14 (1) = _1
6. (") =e€”
7. (sinz) = cosx
8. (cosz) =sinx
9. (x) = ﬁ
10. (a*) = a*Ina



Podstawowe wtasnosci pochodnych

L (cf(x)) = cf'(z)
2. [f(x) £ g(x)] = f'(x) £ ¢'(z)

Przyktady obliczania pochodnych

1. Niech f(x) = 2z + 5, wtedy f'(z) = 2, bo (2x 4+ 5) = (2z)" + (5)’

21 +0=2

‘H

2. Wykazaé z definicji pochodnej funkcji, ze (v/x)' = 5

B

Obliczamy granice ilorazu réznicowego:

lim M = lim (Ve = \/J;_O)(\/E—i_ V7o) =
T—=To  x — Tg v=z0 (1 — x0)(v/T + 1\/x_0>
= lim i

. 1
e (x—xo)(\/f—i-\/xio)_xlggo\/f‘kx/%_ 2\/7o

3. Niech f(x) = ze®, wtedy f'(z) = (x)'e® + x(e”) = le* + ze® = e*(1 + x)



